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رئوس مطالب
و روابط آنهايکيعناصرالکتريمعرف
معادل نورتن و توننيمدارها
رشهفيان و ولتاژ کين جريقوان
خانه-انيگره و جر-ولتاژيروشها
مرتبه اوليمدارها
مرتبه دوميمدارها
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نهاو روابط آيکيعناصر الکتريمعرف
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يکيمقاومت الکتر

د باشيآن اهم ميواحد اندازه گير.
ه قانون شيان و ولتاژ آن همين جريب

:اهم برقرار است

V=R I

ولتاژ Vان و يجرIمقاومت، Rکه
.است
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خازن

باشديآن فاراد ميريواحد اندازه گ.
ير ميصورت زخازن بيکيرابطه ولتاژ و بار الکتر

:باشد

يولتاژ خازن مvو يکيبار الکترqظرفيت، Cکه 
.باشند

Cvq 
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روابط خازن

تغيير يهانولتاژ خازن بطور ناگ: نکته
.کندينم

Iان و يجرvباشنديولتاژ خازن م:

i =c (dv/dt )
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خازنهايب موازيترک

Neq CCCCC  ...321
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خازنهايب سريترک

Neq CCCC

1
...

111

21


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(القاگر)سلف

يآن هانريريواحد اندازه گ(H  )
.باشديم
د که باشير ميروابط آن بصورت زL

vان و يجرi، يانرژw، ييالقاکنا
.باشديولتاژ سلف م

ير ناگهانان سلف تغيييجر: نکته
.ندارد
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يسريروابط سلفها

Neq LLLLL  ...321

11



يموازيروابط سلفها

Neq LLLL

1
...

111

21


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منابع ولتاژ

يابتولتاژ ثيمنابع ولتاژ همواره دارا
ان يزان جريه مبيهستند و ولتاژ آنها بستگ

.آنها ندارد
نابع ولتاژ منابع ولتاژ بر دو نوع هستند، م

.همستقل و منابع ولتاژ وابست
ه بيه، بستگزان ولتاژ منابع ولتاژ وابستيم

دار از ميگريا ولتاژ قسمت ديان يجر
.دارد

i(t)

v(t)
+
– –

v = r ic

v = b vc

+
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انيمنابع جر
يتان ثابيجريان همواره دارايمنابع جر

زان ولتاژ يه مبيان آنها بستگيهستند و جر
.آنها ندارد

ان ينابع جران بر دو نوع هستند، ميمنابع جر
.ان وابستهيمستقل و منابع جر

ه بيه، بستگان وابستيان منابع جريزان جريم
.دار دارداز ميگريا ولتاژ قسمت ديان يجر

i(t)v(t)

+

–

ان يمنبع جر
مستقل

i = g vc

i = d ic

ستهان وابيمنبع جر
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اصل جمع آثار

ا را در نظر گرفته از آنهيکيکه چند منبع ولتاژ وجود دارد، هر بار تنها ييدر مدارها
همه منابع يعمل برانيا. شوديه منابع، پاسخ مدار محاسبه ميو با صفر کردن بق

شوند تا جواب يمحاسبه شده با هم جمع ميت همه پاسخهايشود و در نهايانجام م
.ديبدست آيينها

است که در مسأله خواسته شده استيمنظور از پاسخ مدار، مجهول.
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ابع ولتاژ، صفر کردن منيبرا: نکته
ع جريان آنها را اتصال کوتاه و مناب

.را مدار باز ميکنيم
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مثال

جمع ر با استفاده از اصليدر مدار ز
را بدست VXآثار مقدار ولتاژ 

.ديآور
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حل مثال

از منابع در يکينها شود، هربار تيده ميبالا ديحل، مشابه آنچه که در شکلهايبرا
ر يبصورت زVX2و VX1ر يمقاد. شوندير منابع صفر ميشود و ساينظر گرفته م

:شونديمحاسبه م
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i1=5/(1+2+1)=1.25mA

VX1=2 i1=2.5 V

i2=50*1/(1+3)=12.5mA

VX2=-2 i2=-25V

V=VX1+VX2=2.5-25

V=-22.5V
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چند مدار ساده
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م کننده ولتاژيمدار تقس

ک يب يم کننده ولتاژ ازترکيمدار تقس
ل شده يشکتيسريمنبع ولتاژ و مقاومتها

.است
ابتدا بدست آوردن رابطه روبرو،يبرا

اژ هر ان مدار محاسبه و سپس ولتيجر
.ديآيک از مقاومتها بدست مي

S

j

j

i
i V

R

R
V



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مثال

تاژ م کننده ولتاژ مقدار ولير با استفاده از روابط تقسيدر مدار زVX را بدست
.ديآور
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حل

ودن بيحل مسأله با توجه به موازيبرا
، ابتدا مداربصورت 40Kيمقاومتها

.شوديروبروساده م
م يتقسد با استفاده از روابطيمدار جديبرا

:توان نوشتيکننده ولتاژ م

Vx=10*20/(10+20)=6.67V
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انيم کننده جريمدار تقس

ک منبع يبيان ازترکيم کننده جريمدار تقس
.ه استل شديتشکيموازيان و مقاومتهايجر

دا ولتاژ بدست آوردن رابطه روبرو، ابتيبرا
قاومتها ک از ميان هر يمدار محاسبه و سپس جر

.ديآيبدست م
 منظور ازGiمقاومت يکيت الکتريهداi ام و

S.باشديمRi/1برابر با 

j

j

i
i I

G

G
I




24



مثال

ابط در مدار روبرو با استفاده از رو
iXان يران مقدار جيم کننده جريتقس

.ديرا بدست آور
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حل

بودن سه ين موازيبا توجه به روابط گفته شده در قسمت قبل همچن
:توان نوشتيم1K,10K,1Kمقاومت 

ix=100*0.5/(0.5+10)

=4.76mA

ا از مقاومت آنهيهستند، بجايگر موازيکديبا 1kاز آنجا که دو مقاومت 
0.5Kاستفاده شده است.
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مثلث و برعکس-ل ستارهيتبد
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معادل نورتن و توننيمدارها
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معادل تونن و نورتنيمدارها

ياز مدارهايعضبيساده سازيبراييکهايمعادل نورتن و تونن تکنيمدارها
.هستنديکيالکتر

ن بفرم معادل توايمقاومتها و منابع هستند را ميکه فقط دارايخطيهمه مدارها
.ل کرديا تونن تبدينورتن 

io

+

-

vo

io

+

-

vo

مدار معادل تونن مدار معادل نورتن
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مدار معادل تونن

:نصورت است کهيافتن مدار معادل تونن به ايياز روشها برايکي
ينالهايابتدا با فرض مدار باز بودن ترمaوbن آن دو ي، ولتاژ بVabميکنيرا محاسبه م.
ينالهايسپس با اتصال کوتاه کردن ترمa وbان اتصال کوتاه ي، جرIScشوديمحاسبه م.
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م کردن ولتاژ يبا تقسVab برISC مقدار مقاومت تونن که همان
RThديآيباشد، بدست ميم.

دار باز مقدار ولتاژ منبع ولتاژ در مدار معادل تونن همان ولتاژ مVab

.باشديم

VTh=Vab/ISC

VTh=Vab
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مثال

دير را بدست آوريمدار معادل تونن مدار ز.

25 V
20 

+

-

v
13 A

5  4 

+

-

v
ab

a

b
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حل

مي کنيحل مسأله از اصل جمع آثار استفاده ميبرا:
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 انه ياز طرف پاياهم4از آنجا که مقاومتaيانيمدار باز است از آن جر
:مينده ولتاژ دارم کنين با استفاده از روابط تقسيبنابرا. کنديعبور نم

Vab1=25*20/(20+5)=20V
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نبار با صفر کردن منبع ولتاژ ، مقدار ولتاژ ياVab2شوديمحاسبه م:

R=R1|| R2=5*20/(5+20)=4Ω

Vab2=3*4=12V
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ن مقداريبنابراVabبرابر خواهد شد با:

Vab=Vab1+Vab2=20+12=32V

ينالهايحال با فرض اتصال کوتاه بودن ترمa وbان اتصال کوتاه يمقدار جر
: شوديمحاسبه م
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آمپر بدست 4رابر ان اتصال کوتاه بيبا استفاده از اصل جمع آثار مقدار جر
.ISC=4Aد يآيم
شوندير محاسبه مير منبع ولتاژ و مقاومت تونن بصورت زيمقاد:

VTh=Vab=32V

RTh=Vab/ISC=32/4=8Ω
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روش دوم محاسبه مدارمعادل تونن

ت عمل کرد نصوريتوان به ايبدست آوردن مقاومت تونن ميبرا
کرده و مقاومت ان مستقل را صفريکه ابتدا تمام منابع ولتاژ و جر

ن مقاومت همانيا. شوديمحاسبه مbوaده شده از دو سر يمعادل د
.باشديمRThمقاومت معادل تونن 

 مقدار ولتاژ منبع ولتاژ معادل توننVThه مشابه حالت قبل محاسب
.باشديمbو aبا فرض مدارباز بودن دو سر Vabشود و همان يم
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مثال

يلهمان مدار مثال قب)د ير مدار معادل تونن را بدست آوريمدار زيبرا(.

25 V
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v
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v
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حل

 نحوه محاسبه ولتاژVTh32ا است و مقدار آن برابر بيمشابه مثال قبلV

.  باشديم
محاسبه يبراRThر حاصل يدار زم و ميکني، ابتدا تمام منابع مستقل را صفر م

را محاسبه bو aده شده از دو سر يسپس مقدار مقاومت معادل د. شوديم
:ميکنيم
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4و مجموعه آنها با مقاومت يبا هم موازياهم20و 5ياز آنجا که مقاومتها
:ديآير بدست ميهستند، مقاومت معادل کل از رابطه زيسرياهم

 R=(5||20)+4=5*20/(5+20)+4

 R=4+4=8Ω

 RTh=8Ω
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حالت خاص

يه وجود دارد، براان وابستيا جريموارد که در مدار منابع ولتاژ يدر بعض
aبه دو سر VTک منبع ولتاژ آزمون يتوان يافتن مقاومت معادل مي

مقدار . را محاسبه کردITبه مدار يان ورودياعمال کرد و جرbو 
:ر قابل محاسبه استيمقاومت تونن از رابطه ز

RTh=VT/IT

42



دير را بدست آوريمقاومت معادل تونن مدار ز:
.(ان وابسته استيد که منبع جريتوجه کن)

مثال از حالت خاص
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حل

با اعمال . صفر کردد آنراياز آنجا که منبع ولتاژ داخل مدار وابسته است نبا
:ديآير بدست ميمدار زbو aيانه هايک منبع ولتاژ ولتاژ مستقل در پاي
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نکه يبا توجه به اi وITو در جهت مخالف هستند،  بنابراين يمساوi=-IT خواهد بود.
 i1=(VT-1.5 i)/3
 i2=VT/2
 IT=i1+i2=(VT-1.5 i)/3+VT/2=5VT/6- 0.5 i
 IT=(5/3)VT          

 RTh=VT/IT=3/5=0.6Ω

باشدياهم م0.6ن مقدار مقاومت تونن برابر با يبنابرا.
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مدار معادل نورتن

بجاي هر مدار مشابه آنچه براي مدار معادل تونن گفته شد، مي توان
ريان از ترکيب شامل مقاومتها، منابع مستقل يا وابستة ولتاژ يا ج

.موازي يک منبع جريان و يک مقاومت استفاده کرد
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مت راست بجاي مدار سمت چپ از معادل آن مي توان استفاده کرد که در س
. نشان داده شده است

io

+

-

vo
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نحوة محاسبة مدار معادل نورتن

:شامل دو مرحله است
يافتن مقاومت نورتن-1
يافتن مقدار منبع جريان نورتن-2

io

+

-

vo
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مقاومت نورتن

 تونن استمشابه روشهاي يافتن مقاومتنحوة يافتن مقاومت نورتن .
ند و سپس محاسبه با محاسبة ولتاژ ترمينالهاي خروجي وقتي که مدار باز هست

R=V/ISC. جريان اتصال کوتاه ترمينالهاي خروجي

ده مي شود، سپس تمامي منابع مستقل ولتاژ و جريان برابر با صفر قرار دا
.مقاومت معادل محاسبه مي شود
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منبع جريان نورتن

ريان اتصال مقدار جريان منبع جريان نورتن، برابر است با همان ج
.کوتاه ترمينالهاي خروجي

بطة زير هم در صورتيکه مدار معادل تونن موجود باشد، از را: توضيح
:مي توان جريان منبع را بدست آورد

IN=VTh/RTh
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مثال

مدار معادل نورتن مدار زير را بدست آوريد:

25 V
20 

+

-

v
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5  4 
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v
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a
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حل

ابتدا جريان اتصال کوتاه را محاسبه مي کنيم:
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 آمپر بدست مي آيد4با استفاده از اصل جمع آثار مقدار جريان.
ISC=4A

وتاه مي توان از همانگونه که بعداً نيز اشاره خواهد شد، براي يافتن جريان اتصال ک
.استفاده کردKVLو يا KCLخانه، -گره، جريان-روشهاي ديگري مثل ولتاژ
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مقاومت نورتن

کرده مقومت ديده براي يافتن مقاومت نورتن منابع مستقل را صفر
:شده را محاسبه مي کنيم

R=4+(5||20)=4+4=8
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بنابراين مدار معادل نورتن بشکل زير است:

55



انتقال توان ماكزيمم
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مم توانيانتقال ماکز

ا وابسته يمستقل از مقاومتها، منابعيبيشامل ترکيد مداريتصور کن
آن به مقاومت بار bو aينال خروجيا ولتاژ باشد که دو ترميان ويجر
RLب م مقدار مناسيخواهيم. متصل شده باشدRL( مصرف کننده)

.  تقل شودکه حداکثر توان به مقاومت بار منيم بطوريابيرا ب
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اوت   که مق  ب 
اب  ي  ش  امل مب  ه که ش  ست  ا ي  ع واب 

ر  ل ج  ق  اژ  م ي  ان  ي  مست  اي  ا ولب  دي  .ش 
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و منابع را بصورت افتن مقدار مناسب مقاومت بار، ابتدا شبکه مقاومتييبرا
مقاومت بار يسپس رابطه توان را برا. ميدهيش ميک مدار معادل تونن نماي

ن معادله مقدار يز حل اا. دينه بدست آينوشته و از آن مشتق گرفته تا مقدار به
.ديآيمقاومت بار برابر با مقدار مقاومت تونن بدست م

RL=RTh

L

2

Th

R4

V

 2L

L

2

Th

R2

RV
pmax = =
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مثال

در مقاومت ياهم مقدار توان مصرف10ر مقاومت بار از صفر تا يير با تغيدر مدار ز
ار اتفاق از مقاومت بيچه مقداريمم آن به ازايبار را رسم کرده و مقدار ماکز

افتد؟يم
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حل

ديآيبدست مريزير مقاومت و منبع، منحنيبا استفاده از رابطه توان و مقاد:

مم يکزشود مقدار مايده ميهمانگونه که د
اهم 5مقاومت بار يتوان به ازا
قدار مقاومت د که برابر با ميآيبدست م

.تونن است
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تبديل منابع

رعکس، باعث سادگي در بعضي موارد تبديل منبع جريان به منبع ولتا ژ يا ب
.مسأله مي شود

ريان موازي با مي توان بجاي منبع ولتاژ سري با مقاومت، از يک منبع ج
.  مقاومت استفاده کرد
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رشهفيان و ولتاژ كين جريقوان
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هيف اوليتعاريبعض

گره(Node): گر را يکديبه يکيشتر عنصر الکتريا بيمحل اتصال دو
.نديگويگره م

حلقه(Loop):نديا گوريکير بسته در داخل مدار الکتريهر مس.
ک گره يد از توان آنها را بدون عبور مجديکه ميمجموعه عناصر:ريمس

.موديپ
و سر آن عنصر ک عنصر و دو گره مربوط به ديکه تنها از يريمس:شاخه

.  شوديل  ميتشک
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رشهفيان کيقانون جر

ن قانون اصطلاحاً ياKirchhoff’s Current Law ا يKCLز ين
:ر استيشود بصورت زيده مينام

تانها در هر گره از مدار همواره برابر با صفر اسيتمام جريمجموع جبر  .
يخروجيانهايجردر هر گره برابر با مجموعيوروديانهايگر مجموع جريبه عبارت د

.  از آن گره است
در هنگام نوشتن معادلات :نکتهKCLو را با علامت مثبتيخروجيانهايجر

.ميدهيش مينمايرا با علامت منفيوروديانهايجر
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KCLمثال از

ر با استفاده از روابط يدر مدار زKCLهر شاخه را بدست يانهايجر
.ديآور

R2= 20

I=5A

R1=10

R3= 5
+

_

+

_

+ _

1گره  2گره 

3گره 

66



R2= 20

I=5A

R1=10

R3= 

5

+

_

+

_

+ _

i1

i2 i3

I

Node 1: +I - i1 = 0 V2=V3

Node 2: +i1 - i2 - i3 = 0                          R2 i2=R3 i3

Node 3: +i2 + i3 - I = 0                               20 i2=5 i3

حل

67



يکه مجهولهايالک معادله نوشته شد و سه معادله بدست آمد در حيهر گره يبرا
گر يک معادله دياز به داشتن يافتن جواب نييبرا. هستندi1, i2, i3, Iمسأله 
.است

 با توجه به شکل مسألهIباشديم5ان و برابر با يان منبع جري، همان  مقدار جر .
.استيمعادله بعدI=5ن يبنابرا

ديآيدست مهر شاخه بيانهاير جريبا حل دستگاه چهار معادله، چهار مجهول، مقاد.
 I=5  , i1=5 , i2=1 , i3=4A

 V1=50 , V2=V3=20V
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رشهفيقانون ولتاژ ک

ن قانون اصطلاحاً ياKirchhoff’s Voltage Law ا يKVLز ين
:ر استيشود بصورت زيده مينام

همواره برابر با يکيکتردر هر حلقه از مدار اليکيولتاژ تمام عناصر الکتريمجموع جبر
.  صفر است

در هنگام نوشتن معادلات :نکتهKVL کيهرگاه از طرف علامت مثبت وارد
ر از طرف علامت م و اگيکنيم، آن ولتاژ را با علامت مثبت جمع ميعنصر شو

.  مينکيجمع ميم، آن ولتاژ را با علامت منفيوارد عنصر شويمنف

69



KVLمثال از

ر با استفاده از روابط يدر مدار زKVLانها و ولتاژها را ير جريمقاد
:ديبدست آور

R2= 

20

V= 5v

R1=10 +

_

+
_

+
_
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حل

حل مدار از نقطه نشان داده شده دريبرا
:ميسينويرا مKVLشکل شروع کرده و رابطه 

 -V+ VR1+VR2 = 0

باشد يز مينيگرياز به روابط ديحل مدار نيبرا
:ميسينويکه با توجه به شکل، آنها را م

 V=5V

 iV = iR1 = iR2

 VR1=10 iR1

 VR2=20 iR2
R2= 20

V= 5v

R1=10

+

_

+
_

ه  +1حلق 
_

طه 
ق  ب 

روع ش 
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ر بدست يصورت زانها و ولتاژها بير جرياز حل دستگاه معادلات بالا مقاد
:نديآيم

 V=5V

 VR1=5/3

 VR2=10/3

 iR1=iR2=5/30
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گره-روش ولتاژ
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د؟يجديچرا روشها
ند که نسبت به هستيکيالکتريحل مدارهايخانه دو روش برا-انيگره و جر-ولتاژيروشها

:هستندييايمزايحل مدار گفته شده تا حال، دارايروشها
خانه و -انيجريا روشهاکه بيحل کرد در حاليقبليتوان با روشهايرا نميکيالکتريهمه مدارها

.ل کرديرا تحليکيالکتريتوان همه مدارهايگره م-ولتاژ
کرد ياده سازيپيوتريکامپيتمهايتوان بصورت الگوريگره را م-خانه و ولتاژ-انيجريروشها

.ها بکار بردهمه مداريبرايتم مشخصيتوان بصورت الگوريرا نميقبليروشهايول
ت در حاليکه در در روشهاي قبلي مشخص نمودن و نوشتن معادلات مستقل از هم، مشکل اس

.خانه معادلات مستقل از هم ميباشند-گره و جريان-روشهاي ولتا ژ
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گره-روش ولتاژ

 اين روش بر اساس معادلاتKCLره ها مي باشد و متغييرها ولتاژ گ
:مرحله مي باشد4اين روش شامل . هستند

ا بعنوان گره مشخص نمودن تمام گره هاي اصلي و انتخاب يکي از آنه-1
.مبنا

.شماره گذاري سايرگره ها-2
بکاررفته متغيرهاي. براي همه گره ها بجز گره مبناKCLنوشتن روابط -3

.در معادلات ولتاژهاي گره ها هستند
.  مجهول و حل آنnمعادله، nتشکيل دستگاه -4
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گره-مثال از ولتاژ

ولتاژ هر يک گره، مقادير جريان و-در مدار زير با استفاده از روش ولتاژ
.از مقاومتها را بدست آوريد

500 500

I1=3mA

+

–

1k
500

I2=5mA500
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ا بعنوان گره مشخص نمودن تمام گره هاي اصلي و انتخاب يکي از آنه-1
.مبنا

.شماره گذاري سايرگره ها-2
بکاررفته متغيرهاي. براي همه گره ها بجز گره مبناKCLنوشتن روابط -3

.در معادلات ولتاژهاي گره ها هستند
.  مجهول و حل آنnمعادله، nتشکيل دستگاه -4

حل
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کنيمابتدا يکي از گره ها را بعنوان گره مبنا را انتخاب مي   .

I1=3mA

+

–

1k
500

I2=5mA

500 500

500
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ا بعنوان گره مشخص نمودن تمام گره هاي اصلي و انتخاب يکي از آنه-1
.مبنا

.شماره گذاري سايرگره ها-2
بکاررفته متغيرهاي. براي همه گره ها بجز گره مبناKCLنوشتن روابط -3

.در معادلات ولتاژهاي گره ها هستند
.  مجهول و حل آنnمعادله، nتشکيل دستگاه -4
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دپس از انتخاب گره مبنا، همة گره ها شماره گذاري مي شون.

1 2 3

V

1

V

2

V

3

I1=3mA

+

–

1k
500

I2=5mA

500 500

500
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ا بعنوان گره مشخص نمودن تمام گره هاي اصلي و انتخاب يکي از آنه-1
.مبنا

.شماره گذاري سايرگره ها-2
.براي همه گره ها بجز گره مبناKCLنوشتن روابط -3
.  مجهول و حل آنnمعادله، nتشکيل دستگاه -4
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ا بعنوان گره مشخص نمودن تمام گره هاي اصلي و انتخاب يکي از آنه-1
.مبنا

.شماره گذاري سايرگره ها-2
بکاررفته متغيرهاي.براي همه گره ها بجز گره مبناKCLنوشتن روابط -3

.در معادلات ولتاژهاي گره ها هستند
.  مجهول و حل آنnمعادله، nتشکيل دستگاه -4
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تاژ آن برابر با از آنجا که گره مبنا زمين در نظر گرفته شده است، ول
.صفر است

500

V1
500V1 V2





500

21 VV

500

1V
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 رابطةKCL بصورت زير مي باشد1براي گره شماره:

500

500I1

V1 V2









500500

121
1

VVV
I
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 رابطةKCL بصورت زير مي باشد2براي گره شماره:

500

1k

500 V2 V3V1

0
500k1500

32212 










 VVVVV
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 بطور مشابه، رابطةKCL بصورت زير خواهد شد3براي گره شماره:

2
323

500500
I

VVV








500

500

I2

V2 V3
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ا بعنوان گره مشخص نمودن تمام گره هاي اصلي و انتخاب يکي از آنه-1
.مبنا

.شماره گذاري سايرگره ها-2
.  براي همه گره ها بجز گره مبناKCLنوشتن روابط -3
.مجهول و حل آنnمعادله، nتشکيل دستگاه -4
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 با مرتب کردن روابطKCLرا تشکيل نوشته شده در بالا، دستگاه معادلات
:داده و مقادير متغيرها محاسبه مي شوند

1
2

1
500500

1

500

1
I

V
V 
















0
500500

1

k1

1

500

1

500

3
2

1 























V
V

V

23
2

500

1

500

1

500
IV

V


















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که مي توان دستگاه فوق يک دستگاه چهار معادله، چهار مجهول است
.آنرا به روشهاي گوناگون حل کرد

از حل معادلات فوق جوابهاي زير بدست مي آيد:

 V1=1.3333

 V2=1.1667

 V3=1.5833
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روشهاي حل دستگاه معادلات

:مجهول، چند روش وجود داردnمعادله nبراي حل دستگاه معادلات 
ساده سازي معادلات و حل آنها
روش حل ماتريسي
روش حل کرامر
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ساده سازي معادلات و حل آنها

تعداد در اين روش با استفاده از ترکيب و ساده سازي معادلات ،
.دست آيدمجهولات را کاهش داده تا نهايتاً مقدار يکي از مجهولات ب

راي مجهول با استفاده از معادلات ساده شده و مقدار بدست آمده ب
.اول، مقادير بقيه مجهولات نيز محاسبه مي شود
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92

ساده سازي معادلات و حل آنها
روش حل ماتريسي
روش حل کرامر



روش حل ماتريسي

ا را مرتب کرده و اگر فرض کنيم که معادلات بصورت زير باشند، آنه
:  بفرم ماتريسي نمايش مي دهيم

22222121 ... bxaxaxa nn 

nnnnnn bxaxaxa  ...2211
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.

.

.

.
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دستگاه معادلات را مي توان بصورت زير نمايش داد:
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ريس اگر همة معادلات از يکديگر مستقل باشند، دترمينان ماتA مخالف با صفر
. آيدخواهد شد و يک جواب منحصر بفرد براي مجهولات بدست مي

 از آنجا که دترمينانA مخالف با صفر است، ماتريس معکوسA-1 را
:مي توان بصورت زير بدست آورد

BAX 1
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2x+z = 2

x+y = 3

3x+2y+z = 1 









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
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
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
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B,
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مثال

دستگاه معادلات زير را بروش ماتريسي حل کنيد
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ت آوردپس از محاسبة ماتريس معکوس ميتوان مقادير متغيرها را بدس:

بنابراين خواهيم داشت:
x=7, y=-4 , z=-12
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ساده سازي معادلات و حل آنها
روش حل ماتريسي
روش حل کرامر
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روش کرامر

 با فرض اينکهn معادلهnته مجهولي مستقل از هم بصورت زيرداش
:باشيم

.ضرايب ثابت هستندb1,…,bnو a11,…,annکه 
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روش کرامر



AiiAB



A
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A
x
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2
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1
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مثال از روش کرامر

نيدبا استفاده از روش کرامر دستگاه معادلات زير را حل ک.

2x+z = 2

x+y = 3

3x+2y+z = 1
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
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حل مثال

ند و دترمينان همانگونه که ديده مي شود همه معادلات مستقل از هم هست
A همچنين داريم. مخالف صفر است  :

72*0*20*3*11*1*11*3*21*0*01*1*2
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013

102

1 A
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و بنابراين مي توان نوشت:

12,4,7
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A
x

A

A
x

A

A
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مثال 

گره حل کنيد-مدار زير را با استفاده از روش ولتاژ.
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حل

عيين مي کنيمابتدا همة گره هاي اصلي را شماره گذاري کرده و گره مبنا را ت.

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 سپس روابطKCLرا براي هر گره مي نويسيم:
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تر است و نياز به همانگونه که ديده مي شود، تعداد معادلات از تعداد مجهولات بيش
أله استفاده در چنين مواردي معمولاً مي توان از شکل مس. يک معادله ديگر است

.کرد و معادلات لازم را اضافه نمود

 V3=5v

دستگاه معادلات را حل کرده و جوابها را بدست مي آوريم  :

 V1 = 7.29V

 V2 = 1.88V
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گره-مثال از ولتاژ

 در مدار زير مقادير ولتاژهايV1 وV2ه گر-را با استفاده از روش ولتاژ
.بدست آوريد
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حل

 ابتدا گره هاي اصلي را شماره گذاري کرده و معادلاتKCLرا مي نويسيم:
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 KCL 1:   -I1+V1/R1+ (V1-V2)/R2 +I2=0

 KCL 2:    -I2+ (V2-V1)/R2 + V2/R3=0
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:ايش دادبا مرتب کردن معادلات مي توان آنها را بفرم ماتريسي نم

.مي باشدR/1هدايت الکتريکي و برابر با Gکه منظور از 








 


























2

21

2

1

32

2

2

21

I

II

v

v

GG

G

G

GG
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مثال

اي نشان داده گره مقادير ولتاژه-در مدار زير با استفاده از روش ولتاژ
.شده را بيابيد

+
-

+

v2

-

+

v1

-

1

5 10

1 2 2

2A10V
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حل

 گره هاي اصلي را شماره گذاري کرده و معادلاتKCL را براي آنها
:مي نويسيم

KCL 1: (V1-10)/1+ V1/5 +(V1-V2)/2=0

KCL 2: (V2-V1)/2 + V2/10 -2 =0 

+
-

+

v2

-

+

v1

-

1

5 10

1

2A10V

22
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از 1در گره شماره KCLهمانگونه که ديده مي شود براي نوشتن رابطة 
.مقدار منبع ولتاژ نيز استفاده شد

:با مرتب کردن روابط فوق آنها را حل مي کنيم
V1=9.1V

V2=11V
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گره-مثال از ولتاژ

گره -لتاژولتاژهاي خواسته شده در مدار زير را با استفاده از روش و
.بدست آوريد

+
-

+
-

+

v2

-

+

v1

-

2

20

5 2

10

i
8i20
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حل

:را مي نويسيمKCLگره ها را شماره گذاري کرده و روابط 

+
-

+
-

+

v2

-

+

v1

-

2

20

5 2

10

i

1 2

0
5202

20 2111 



 vvvv

0
2

8

105

2212 



 ivvvv

8i
20
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:کردبا توجه به شکل مي توان يک رابطه ديگر نيز اضافه
i=(V1-V2)/5

+
-

+
-

+

v2

-

+

v1

-

2

20

5 2

10

i

1 2

20 8i
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:با مرتب کردن و حل معادلات بدست مي آيد

15 V1- 4 V2=200

-10 V1+16 V2=0

V1=16V

V2=10V
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ابرگره

اژي بين دو گره گره، منبع ولت-در بعضي موارد هنگام استفاده از روش ولتاژ
را براي KCLدر چنين مواردي با تعريف ابرگره، رابطة . اصلي واقع مي شود

.آن مي نويسيم

10i
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ود بين گره هاي اصلي را شماره گذاري مي نماييم و همانگونه که ديده مي ش
در . تيک منبع ولتاژ قرار دارد که جريان آن نامشخص اس3و 2گره هاي 

.اينگونه موارد يک ابرگره تعريف مي کنيم
10i
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KCL 1: 04
100505

3212 
 vvvv

+
-

+

v2

-

+

v1

-

40

5

50

i

1 2

+

v3

- 100

50V

3

4A

ivv 1023 

5

502 
v

i
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گاه مي باشد و بنابراين مي توان دستV1=50از طرفي مقدار ولتاژ 
.معادلات را حل کرد

V1=50

V2=60

V3=80

i=2
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مثال از ابرگره

اي گره مقادير ولتاژه-در مدار زير با استفاده از روش ولتاژV1 وV2

.را بدست آوريد

+ -

6k

12k6 mA

6 V

4 mA

V1 V2
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حل

بنا نمي باشد، همانگونه که ديده مي شود بين دو گره که هيچيک گره م
ال از ابرگره استفاده براي حل اين مث. يک منبع ولتاژ قرار گرفته است

.مي کنيم
1- يک ابرگره 2و 1با کشيدن يک دايره به دور گره هاي شماره

.مشخص مي کنيم
2-رگره و منبع رابطه اي بين مقادير ولتاژهاي گره هاي مربوط به اب

.ولتاژ مي نويسيم
3- براي ابرگره معادلةKCLرا مي نويسيم.
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4-ت را حل معادلات نوشته شده را مرتب کرده و دستگاه معادلا
.مي کنيم

+ -

6k

12k6 mA

6 V

4 mA

V1 V2
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

V1 – V2 = 6

04
126

6
21

 mA
k

V

k

V
mA

V1 =10V

V2 = 4V
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مثال از ابرگره

ره هاي نشان گره مقادير ولتاژهاي گ-در مدار زير با استفاده از روش ولتاژ
.داده شده را بدست آوريد

2 mA

2 k 2 k

2 k

4 k

12 V

+

Vo



0

1

2
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حل

 پس از مشخص کردن ابرگره، روابطKCLرا مي نويسيم  :

2 mA

2 k 2 k

2 k

4 k

12 V

+

Vo



0

1

2

1221 VV

1 2 mA 0
2 k 2 k

o oV V V
  

 

At node 0: 
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

2 mA

2 k 2 k

2 k

4 k

12 V

+

Vo



0

1

2

12 4oV V 

1 22 3 2 8oV V V    

1 1 2 2 mA 0
2 k 4 k 2 k

oV V V V
   

  
در ابر گره
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و نهايتاً مقادير ولتاژها بصورت زير بدست مي آيند  :

1

2

0 1 1 12

2 1 0 4

2 3 2 8

oV

V

V

     
     

 
     
           







































0.7

0.5

5.4

2

1

0

V

V

V
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مثال از منابع وابسته 

ش ولتاژدر مدارزير ولتاژ گره هاي مشخص شده را با استفاده از رو-
.گره بدست آوريد

4000 Ix

Ix

10 k

10 k

4 mA

10 k

+

Vo



01
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حل

 وان رابطه يک منبع ولتاژ متصل است و نمي ت1اگرچه به گره شماره
KCLنوشت، ولي مي توان رابطة ديگري نوشت:

1 4000 xV I  
1 4000 0xV I 

1 4 mA 0
10 k 10 k

o oV V V
  

 


12 40oV V 
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ته مي شودرابطة  سوم با توجه به شکل مسأله بصورت زير نوش:

:روابط بالا را مرتب کرده و آنها را حل مي کنيم

1

10 k

o
x

V V
I




 1 10000 0o xV V I  
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جوابها بصورت زير بدست مي آيند  :

1

0 1 4000 0

2 1 0 40

1 1 10000 0

o

x

V

V

I

     
     

 
     
           





































mA

V

V

I

V

V

x

o

5.2

10

15

1
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Ix

1 k

1 k 1 k

1 k12 V

2kIx

+

Vo



مثال

ره بدست گ-در مدار زير مقادير ولتاژها را با استفاده از روش ولتاژ
:آوريد

012
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حل

 ابتدا ابرگره را مشخص مي کنيم و سپس روابطKCLرا مي نويسيم:

Ix

1 k

1 k 1 k

1 k12 V

2kIx

+

Vo



012

12 1 2 0
1 k 1 k 1 k 1 k

o oV V VV V V 
   

   
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وابسته مي توان همچنين براي داخل ابرگره و با توجه به منبع ولتاژ
:نوشت

2 2ko xV V I  
2 2k 0o xV V I  

Ix

1 k

1 k 1 k

1 k12 V

2kIx

+

Vo



012
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ولتي نوشته مي شود12ل رابطة ديگر با توجه به موقعيت منبع ولتاژ مستق  :

Ix

1 k

1 k 1 k

1 k12 V

2kIx

+

Vo



01

2
V1=12v
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با مرتب کردن روابط فوق ماتريس زير بدست مي آيد:

1

2

1 0 1 2000 0

0 1 0 0 12

1 1 1 0 0

0 0 1 1000 0

o

x

V

V

V

I

      
    
    
    
    

      
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از حل روابط فوق مقادير ولتاژها بدست مي آيند:


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
















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خانه-روش جريان
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خانه-روش جريان

ارهاي الکتريکي خانه تکنيک ديگري است که براي حل مد-روش جريان
است و KVLاساس کار بر معادلات . مي توان از آن استفاده کرد

.دمتغيرهاي بکار رفته درمعادلات از جنس جريان هستن
حلقه(Loop) :ندهر مسير بسته در مدار الکتريکي را گوي.
 خانه(Mesh) :لقة ديگري کوچکترين حلقه که نمي توان داخل آن ح

.مشخص کرد
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خانه-مراحل روش جريان

1- (.مش ها)مشخص کردن همة خانه ها
2-اختصاص جريان به هر خانه.
3- اعمال قانونKVLخص به هريک ازخانه ها بر اساس جريانهاي مش

.شده براي خانه ها
4-هاحل معادلات بدست آمده و يافتن مقادير جريان خانه .
5-اخه هااستفاده از مقادير جريان خانه ها براي يافتن جريان ش.
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خانه-مثال از جريان

خانه، ولتاژ -با استفاده از روش جريانVout را در مدار زير بدست
.آوريد

+

–

Vout

1k

1k

1k

V1 V2

+

–

+

–
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حل

1- (.مش ها)مشخص کردن همة خانه ها
2-اختصاص جريان به هر خانه.
3- اعمال قانونKVLخص به هريک ازخانه ها بر اساس جريانهاي مش

.شده براي خانه ها
4-هاحل معادلات بدست آمده و يافتن مقادير جريان خانه .
5-اخه هااستفاده از مقادير جريان خانه ها براي يافتن جريان ش.
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کلاً دو خانه مي توان براي مدار تعريف کرد:

Mesh 2

1k

1k

1k

V1 V2Mesh 1
+

–

+

–
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1- (.مش ها)مشخص کردن همة خانه ها
2-اختصاص جريان به هر خانه.
3- اعمال قانونKVLخص به هريک ازخانه ها بر اساس جريانهاي مش

.شده براي خانه ها
4-هاحل معادلات بدست آمده و يافتن مقادير جريان خانه .
5-اخه هااستفاده از مقادير جريان خانه ها براي يافتن جريان ش.
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 جريان خانه هايI1 وI2براي مدار تعريف مي شوند.

1k

1k

1k

V1 V2I1 I2

+

–

+

–
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1- (.مش ها)مشخص کردن همة خانه ها
2-اختصاص جريان به هر خانه.
3- اعمال قانونKVLخص به هريک ازخانه ها بر اساس جريانهاي مش

.شده براي خانه ها
4-هاحل معادلات بدست آمده و يافتن مقادير جريان خانه .
5-اخه هااستفاده از مقادير جريان خانه ها براي يافتن جريان ش.
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 نحوة نوشتن روابطKVLير با توجه به جهت جريانها و بصورت ز
.است

R

I1

+ –VR

VR = I1 R

R

I1

+ –VR

I2

VR = (I1 - I2 ) R
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در حين نوشتن روابط : توجهKVLاژ وارد شويم براي هر حلقه، اگر به مثبت منبع ولت
.فاده مي کنيماز علامت مثبت و اگر از طرف منفي وارد شويم، از علامت منفي است

1k

1k

1k

V1 V2I1 I2

+

–

+

–

KVL1:   -V1 + I1 1k + (I1 - I2) 1k = 0

KVL 2:   (I2 - I1) 1k+ I2 1k + V2 = 0
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1- (.مش ها)مشخص کردن همة خانه ها
2-اختصاص جريان به هر خانه.
3- اعمال قانونKVLخص به هريک ازخانه ها بر اساس جريانهاي مش

.شده براي خانه ها
4-هاحل معادلات بدست آمده و يافتن مقادير جريان خانه .
5-اخه هااستفاده از مقادير جريان خانه ها براي يافتن جريان ش.
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پس آنها را حل نمودمعادلات بالا را مي توان بفرم ماتريسي زير تبديل کرده و س.
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
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
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 اگر مقاديرV1=7V وV2=4Vم، جواب را براي منابع در نظر بگيري
:دستگاه معادلات بصورت زير خواهد شد

I1 = 3.33 mA

I2 = -0.33 mA

وسط را يافته حال جريان مقاومت. اين جريانها مقادير جريان خانه ها هستند
:را محاسبه مي کنيمVoutو از روي آن 

Vout = (I1 - I2) 1k = 3.66V
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1- (.مش ها)مشخص کردن همة خانه ها
2-اختصاص جريان به هر خانه.
3- اعمال قانونKVLخص به هريک ازخانه ها بر اساس جريانهاي مش

.شده براي خانه ها
4-هاحل معادلات بدست آمده و يافتن مقادير جريان خانه .
5-اخه هااستفاده از مقادير جريان خانه ها براي يافتن جريان ش.
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جريان . بدست آوردبا توجه به شکل زيرمي توان کليه جريانهاي المانها را
.  ميباشد3.33mAو I1سمت چپ برابر با 1kΩمقاومت 

-و I2سمت راست برابر با 1kΩهمچنين جريان مقاومت 
0.33mAجريان مقاومت مياني نيز برابر . مي باشدI1-

I2=3.66mAمي باشد.
1k

1k

1k

V1 V2I1 I2

+

–

+

–
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خانه-مثال از جريان

ا وابسته وجود در بعضي از موارد مانند مدار زير، منابع جريان مستقل ي
ل معادلات ديگري براي حل اين نوع مسائل بايد با توجه به شک. دارند

.نيز اضافه نمود
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حل

ي نويسيمبراي هر خانه يک جريان مشخص کرده و روابط مربوطه را م:

 KVL 1: -10+4 i1+6(i1-i2)=0
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ة مناسبي نوشت، همانگونه که ديده ميشود نمي توان براي حلقة دوم رابط
ا توجه به در عوض ب. زيرا ولتاژ دو سر منبع جريان نامشخص است

:شکل مدار مي توان از رابطة زير استفاده کرد

 i2=-5
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:با استفاده از دو رابطة بالا بدست مي آيد

 i1=-2A

و جريان مقاومت وسط برابر با

 i1-i2=-2+5=3A

.از بالا به پايين مي باشد

160



مثال از جريان خانه

خانه حل کنيد-مدار زير را با استفاده از روش جريان:

2000 Ix

2 k

4 k 2 k

Ix

6 V
+

Vo


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حل

ي آنها را براي حل مسأله دو خانه براي مدار تعريف کرده، جريانها
.نامگذاري مي کنيم و سپس مدار را حل مي کنيم

2000 Ix

2 k

4 k 2 k

Ix

6 V
+

Vo



I1 I2
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 براي هر حلقه روابطKVLرا بصورت زير مي نويسيم:

2000 Ix

2 k

4 k 2 k

Ix

6 V
+

Vo



I1 I2

    1 1 22000 2 k 4 k 0xI I I I       (1)

      2 2 16 V 2 k 4 k 0I I I       (2)

KVL

KVL
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از طرفي ازروي شکل مي توان رابطه ديگري هم نوشت:

2xI I (3)

2000 Ix

2 k

4 k 2 k

Ix

6 V
+

Vo



I1 I2
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دبا حل اين معادلات جوابها بصورت زير بدست مي آين:

I1 =3 mA I2 = 3 mA       Ix = 3 mA
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خانه-مثال از جريان

ا را محاسبه خانه جريان مقاومته-در مدار زير با استفاده از روش جريان
.کنيد
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حل

 با توجه به صورت سوال متوجه مي شويم که جريانهايi1 وi2 ًدقيقا
:نبنابراي. همان جريانهاي منابع جريان مستقل هستند

i1=4mA i2=-2mA
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:مي نويسيم3را براي خانه شماره KVLبا استفاده از شکل، رابطة 

4000(i3-i2) + 2000(i3-i1)+6000i3-3 = 0
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 از مقاديرi1 وi2 استفاده کرده وi3را نيز محاسبه مي کنيم:

i3=0.25mA

Vo = 6000i3 – 3 = -1.5 V
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حاسبه حال با داشتن مقادير جريان خانه ها، جريانهاي مقاومتها را م
:مي کنيم

I1=i2-i1=-2-4=-6mA

I2=i1-i3=4-0.25=3.75mA I3=i2-i3=-2-0.25=-2.25mA

I4=i3=0.25mA
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خانه-مثال از جريان

خانه مقدار جريان مقاومت -در مدار زير با استفاده از روش جريانΩ1 را بدست
.آوريد

50 V

5  4 

20 i


1 

-

+
15 i


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حل

 ابتدا براي هر خانه جرياني مشخص کرده و روابطKVLرا مي نويسيم.

50 V

5  4 

20 i


1 

-

+
15 i



i
2

i
1 i

3

KVL 1: 5(i1 – i2) + 20(i1 – i3)-50=0

KVL 2: 5(i2 – i1) + 1i2 + 4(i2 – i3)=0
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50 V

5  4 

20 i


1 

-

+
15 i



i
2

i
1 i

3

KVL 3:  20(i3 - i1) + 4(i3 – i2) + 15iΦ=0
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همچنين از روي شکل مي توان نوشت:iΦ = i1 – i3

50 V

5  4 

20 i


1 

-

+
15 i



i
2

i
1 i

3
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از حل معادلات فوق مقاديرجريان خانه ها بدست مي آيد.

 از آنجا که جريان مقاومتΩ1 همان جريانi2ا باشد، مقدار آن برابر بمي
26mAخواهد بود.

i1=29.6mA       i2=26mA i3=28mA

50 V

5  4 

20 i


1 

-

+
15 i



i
2

i
1 i

3
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ابرخانه چيست؟ 

در مرز مشترك بين دو در بعضي موارد قرارگرفتن منبع جريان مستقل يا وابسته
غير نوشته شده براي خانه ها، يک متKVLخانة مجاور باعث مي شود که در روابط 

ان، متغيري علاوه بر بعلت نامشخص بودن ولتاژ دو سر منبع جري. اضافه وارد شود
.وارد مي شودKVLجريان خانه ها در معادلة 
عناصر براي حلقه اي نوشته مي شود که شامل همةKVLبراي رفع اين مشکل، رابطة 

ن حلقه که از حذف به اي. دو خانه، بدون منبع جريان مشترك بين آندو مي با شد
.ندمنبع جريان مشترك بين دو خانه حاصل مي شود، ابرخانه گوي
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مثال از ابرخانه

که چقدر خانه مشخص کنيد-در مدار زير با استفاده از روش جريان
.جريان از منبع ولتاژ مي گذرد
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حل

شخص کردبراي حل مسأله استفاده بايد ابتدا جريان خانه ها را م  .
بين خانه هاي دوم و سوم 4mAهمانگونه که ديده مي شود منبع جريان 

که براي حلقه اي نوشته مي شودKVLبنابراين رابطة . مشترك است
.در آن منبع جريان مشترك حذف شده باشد

I2I1

I3
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 رابطةKVLابرخانه به اينصورت مي باشد:

I2

I3

I1

KVL:    -6 + 1kI3+2kI2+2k(I2-I1)+1k(I3-I1) = 0
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 همچنين با توجه به شکل، جريانI2 همان جرياني است که از منبع
حاصل تفاضل 4mAهمچنين منبع جريان . عبور مي کند2mAجريان 

. جريانهاي حلقه هاي دوم و سوم است

I2I1

I3 I1=2mA

I2-I3=4mA
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داز حل معادلات بالا مقادير جريانهاي خانه ها بدست مي آي.

 جرياني که از منبع ولتاژ مي گذرد، همان جريانI3 2/3و برابر باmA

.  مي باشد

I1=2mA

I2=10/3mA

I3=-2/3mA
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مثال از ابرخانه

 در مدارزير مقدار ولتاژV0ست خانه بد-را با استفاده از روش جريان
.آوريد

5 mA 2 k 1 k2 Ix

Ix +

Vo

_

I1 I2 I3
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حل

رك قرار در اين مدار يک منبع جريان بين دو خانه مجاور بطور مشت
.يمبنابراين از ابرخانه استفاده مي کن. گرفته است

5mA 2 k 1 k

Ix
+

Vo

_

I2 I3I1
+

-
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 از روي شکل ديده مي شود که جريانI1 5همان جريانmAمي باشد  .
:براي ابرخانه بصورت زير استKVLهمچنين رابطه 

5mA 2 k 1 k

Ix
+

Vo

_

I2 I3I1
+

-

KVL: 2k(I2-I1) +1kI3 = 0

I1 = 5mA
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همچنين از روي شکل مي توان رابطة ديگري نيز نوشت:

5 mA 2 k 1 k2 Ix

Ix +

Vo

_

I1 I2 I3

I2-I3 = 2 Ix

I1-I2 = Ix
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ن ساير مقادير از ساده کردن روابط فوق مقادير جريان خانه ها و بدنبال آ
.مدار بدست مي آيند

I1 =5 mA

I2 = 4 mA

I3= 2 mA

Ix= 1 mA

V0= 1 I3=2V
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نتيجه گيري و مقايسه

اده گره استف-خانه و در چه مواردي از ولتاژ-در چه مواردي از جريان
کنيم؟

گره -ولتاژاگر در مدار تعداد گره ها کمتر از خانه ها باشد، بهتر است که از روش
عداد گره ها است، بهتر بطور مشابه هنگامي که تعداد خانه ها کمتر از ت. استفاده شود

.خانه استفاده شود-است از روش جريان
دار ولتاژ نقاط اگر در سوال مق. مجهول مسأله هم مي تواند درانتخاب روش مؤثر باشد

ر جريان عناصر اگ. گره استفاده شود-خواسته شود بهتر است که از روش ولتاژ
. خانه بهتر است-خواسته شود، روش جريان
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مدارهاي مرتبه اول
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مدار مرتبه اول چيست؟

عدادي منبع و هر مداري که شامل تنها يک عنصر ذخيره کنندة انرژي، ت
.تعدادي مقاومت باشد مدار مرتبه اول ناميده مي شود

دعنصر ذخيره کنندة انرژي مي تواند خازن يا مقاومت باش  .
اراي تابع يکي از خواص مدارهاي مرتبه اول اينست که پاسخ مدار د

.ديفرانسيلي درجه اول مي باشد
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مفاهيم مربوط به مدارهاي درجه اول

معادلة ديفرانسيل و ويژگي ها و روشهاي حل آن.
پاسخ طبيعي.
ثابت زماني.
پاسخ گذرا و پاسخ ماندگار مدار.
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انواع مدارهاي مرتبه اول

بطور کلي دو نوع مدار مرتبه اول وجود دارد:
 مدارRC :تند و مدارهايي که داراي مجموعه اي از مقاومتها و منابع هس

.تنها يک خازن نيز در آنها وجود دارد
 مدارRL :تند و مدارهايي که داراي مجموعه اي از مقاومتها و منابع هس

.  تنها يک سلف نيز در آنها وجود دارد
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مدارهرشد،تهگفتوننونورتنمعادلمدارهايمبحثدرکههمانگونه
منبعيکريسترکيببصورتمي توانرامقاومتهاومنابعشامل
وجريانعمنبيکموازيترکيبيا(توننمعادل)مقاومتوولتاژ

.دادنمايش(نورتنمعادل)مقاومت
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RCمدار 



RCمدار 

 مدارRCجموعة م. از يک مقاومت و يک خازن تشکيل شده است
.  يگر باشدمقاومت و منبع ولتاژ ممکن است معادل تونن يک مدار د

R

Cvs(t)

+

–

vc(t)

+ –vr(t)

+

–
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RCروابط مدار 

 رابطةKVLيک معادلة را براي مدار نوشته و سپس آنرا تبديل به
:ديفرانسيل کرده و حل مي کنيم

R

Cvs(t)

+

–

vc(t)

+ –
vr(t)

+

–

vr(t) + vc(t) = vs(t)
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dt
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Cti
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tdv
RCtv
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اولدرجهآمدهبدستديفرانسيلمعادلاتمي شودديدهکههمانگونه
تمعادلاحلروشهايازمي توانمعادلهاينحلبراي.هستند

.کرداستفادهلاپلاسروشازياديفرانسيل
استاوليهطشرايدانستنبهنيازديفرانسيلمعادلاتحلبراي.

.مي شوندمعلوممدارشکلبهتوجهبااوليهشرايط
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RCتعيين شرايط اولية مدار 

هاني تغيير يکي از ويژگي هاي خازن اينست که ولتاژ آن بطور ناگ
.نمي کند

 در شکل زير يک مدارRC نشان داده شده است که سوئيچ آن
.ژ مي کنددرست در زمان صفر بسته مي شود و خازن شروع به شار
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وضعيت مدارRCتن کليد و قبل از بستن کليد، درست بعد از بس
:يده مي شودنهايتاَ پس از گذشت زمان طولاني از بستن کليد د

قبل از بستن بلافاصله بعد از بستن بعد از گذشت زمان طولاني
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عد از گذشت خازن در ابتدا شارژ و ولتاژ آن زياد مي شود ولي ب:نکته
يان زمان جريان کمي از آن عبور مي کند و با گذشت زمان، جر

ن در زمان به همين دليل خاز. عبوري به سمت صفر ميل مي کند
.ظر گرفته مي شودبي نهايت بعد از تغيير وضعيت کليد، مدار باز در ن
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معادلة ديفرانسيل براي مدار زير با استفاده از رابطةKCL نوشته شده
:و حل مي گردد
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RCمثال از مدار

در لحظة . ولتاژ اوليه خازن برابر با صفر استt=0ابطه ر. کليد بسته مي شود
.ولتاژ خازن را براي زمانهاي بعد از صفر بدست آوريد
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حل

با توجه به شکل مدار
روابط زير را مي توان

:نوشت

)()(
1

)( tvdxxi
C

tRi s

t

 


dt

tdv
Cti

dt

tdi
RC s )(

)(
)(


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بنابراين. ي باشدولتاژ منبع مقدارثابتي است و مشتق آن برابر با صفر م:

 يکي از جوابهاي معادله فوق مي تواند بفرمke-1000tباشد.
ر است و چون ولتاژ خازن با توجه به صورت مسأله مقدار ولتاژ اولية خازن برابر با صف

.رابر با صفر خواهد ماندتغيير ناگهاني ندارد، مقدار آن بلافاصله بعد از صفر نيز ب
 با جايگزيني شرايط فوق در معادله مقدارkبدست مي آيد.

1000 di/dt + i =0
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رابر با صفر استاز آنجا که بلافاصله بعد از بستن کليد، ولتاژ خازن ب:

Vs=R i0+ + Vc(0
+)

100=105 i0+ + 0
i0+=10-3
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:يا به عبارت ديگر شرط اوليه مسأله به اينصورت است

i0+=10-3

:با جايگذاري شرط اوليه در فرمول بدست آمده خواهيم داشت

i(t)=10-3 e-1000t
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در حالت کليRCمدار 

ان را بدست مي خواهيم رابطة جري. مدار مرتبه اول زير را در نظر بگيريد
.آوريم
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حل

)()(
)(

tvtv
dt

tdv
CR TT 
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حل

 با توجه به رابطه زير يکي از جوابها بصورتke-t/Rcمي باشد.

لاني مقدار ولتاژ از طرف ديگر با توجه به شکل مسأله، پس از گذشت زمان طو
:تبنابراين فرم کلي جواب بصورت زير اس. مي شودVTخازن برابر با 

)()(
)(

tvtv
dt

tdv
CR TT 

)(

)( RC

t

T kevtv




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RCمثال از مدار 

t=0درزمان . ولت مي باشد30در مدار زير ولتاژ اولية خازن برابر با 
.i(t)مطلوبست رابطه جريان خازن . کليد بسته مي شود
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حل

 ابتدا مقدارمقاومت معادلREQرا محاسبه مي کنيم.
 REQ=20||20+10=20K
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0)( 
dt

dv
CRtv c

EQc

0)()(  tiRtv EQc



dt

tdv
cti c )(

)( 

010)( 2  

dt

dv
tv c

c
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و بنابراين مقدار ولتاژ خازن بصورت زير بدست مي آيد:

تاژ اولية خازن برابر مقدار ول. با توجه به صورت مسأله شرايط اوليه را اعمال مي کنيم
بنابراين . ابت خواهد ماندبلافاصله بعد از بستن کليد نيز ولتاژ ث. مي باشد30با 

v0+=30Vمي باشد.
:رابطه ولتاژ خازن بصورت زير مي باشد

t

c ketv 100)( 

t

c etv 10030)( 
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آيدبا مشتق گيري از رابطه ولتاژ رابطه جريان خازن بدست مي .

tc e
dt

dv
Cti 1006 )100(30105.0)(  

teti 1003105.1)( 
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RCروش دوم حل مدارهاي 

رانسيل و يا لاپلاس در قسمتهاي قبلي با استفاده از روشهاي حل معادلات ديف
Rcاسخ مدارهاي روش ديگري نيز براي يافتن پ. پاسخ مدار محاسبه مي شد

.وجود دارد
ت مي آيدابتدا با استفاده از مقاومت معادل، ثابت زماني مداربدس:

سپس از فرمول زير استفاده مي شود:
e-t/RC(*مقدار اوليه-مقدار نهايي+)پاسخ مدار =مقدار نهايي

RC
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RCمثال از مدار 

همان مثال قبلي را از روش جديد حل کنيد.

217



 بنابراين. کيلو اهم مي باشد20مقدار مقاومت معادل برابر با:

مقدار جريان اوليه برابر است با:

01.0)105.0()1020( 63  RC

3

0 105.1
20

30)0( 


 
k

EQ

C

R

v
i
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آن به پس از گذشت زمان طولاني خازن دشارژ شده و مقدار جريان
)(0:بنابراين. صفر مي رسد i
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ت مي آيدبا استفاده از فرمول گفته شده مقدار جريان خازن بدس:

teti 1003)105.1(0)( 

teti 1003105.1)( 
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RCمثال از مدار 

که مقدار در مدار زير رابطة ولتاژ خازن را بدست آوريد با اين فرض
تابعي است که U(t)منظور از . اوليه ولتاژ خازن برابر صفر است

راي زمانهاي بعد از براي زمانهاي قبل از صفر مقدار آن برابر با صفر و ب
.  مي باشد1صفر مقدارآن برابر 

2mF

1M
+

vu (t)



vs (t) = u(t)
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حل

ابتدا ثابت زماني مدار را بدست مي آوريم.

سپس مقادير اوليه و نهايي ولتاژ را محاسبه مي کنيم:

VC(0
+)=VC(0

-)=0

VC(∞)=1

210210 66  RC
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حل

با استفاده از رابطة  زير ولتاژ خازن را بدست مي آوريم.

e-t/RC(*مقدار اوليه-مقدار نهايي+)پاسخ مدار=مقدار نهايي

VC(t)=1-(0-1)e-t/2

VC(t)=1-e-t/2
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RCمثال از مدار 

وبست مطل. مدار زير همراه  مقادير اوليه ولتاژهاي آن داده شده است
.v(t)مقدار ولتاژ 
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حل

آن بصورت زير بنابراين خازن معادل. خازنها با يکديگر سري هستند
:است

مقدار ولتاژ اوليه مجموع دو خازن  :
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ونن آن را مدار داراي چند مقاومت ميباشد و لازم است ابتدا معادل ت
.بدست آورد
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مقدار مقاومت معادل نيز بصورت زير بدست مي آيد.

مقدار ثابت زماني را محاسبه مي کنيم
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حل

با استفاده از فرمول زير جواب بدست مي آيد.

e-t/RC(*مقدار اوليه-مقدار نهايي+)پاسخ مدار=مقدار نهايي
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RLمدارهاي مرتبه اول 
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RLمدار هاي 

 مشابه مدارهايRCت و هستند و داراي يک سلف و تعدادي مقاوم
لي درجه اول پاسخ مدار نيز جواب معادله ديفرانسي. منبع مي باشد

.  است
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RLپاسخ مدار 
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
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RLمدار

س از بستن پ. در مدار زير قبل از صفر جرياني از مدار عبور نمي کند
.کليد رابطه جريان را بدست آوريد
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حل

 tLRS e
R

V
ti )/(1)( 
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 منحني تغييرات پاسخ مدار مشابه مدارRCطور کلي در ب. است و بصورت نمايي تغيير مي کند
ريباً به برابر ثابت زماني پاسخ مدار تق3مدارهاي مرتبه اول پس از گذشت زماني معادل 

.مقدار نهايي خود مي رسد
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RLتعيين شرايط اولية مدار 

اگهاني تغيير يکي از ويژگي هاي سلف اينست که جريان آن بطور ن
.نمي کند

 در شکل زير يک مدارRL نشان داده شده است که سوئيچ آن
.ار مي شوددرست در زمان صفر بسته مي شود و جريان  در مدار برقر
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وضعيت مدارRLتن کليد و قبل از بستن کليد، درست بعد از بس
:يده مي شودنهايتاَ پس از گذشت زمان طولاني از بستن کليد د

قبل از بستن بلافاصله بعد از بستن بعد از گذشت زمان طولاني
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ريان از خود نشان سلف در ابتدا مقاومت زيادي در مقابل عبور ج:نکته
.  ور مي کندمي دهد ولي بعد از گذشت زمان جريان بيشتري از آن عب

ر وضعيت کليد، بعبارت ديگرسلف در زمان بي نهايت بعد از تغيي
.اتصال کوتاه در نظر گرفته مي شود
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RLروشهاي يافتن پاسخ مدار 

 مشابه آنچه که براي مدارRCاسخ مدار گفته شد به دو طريق مي توان پ
.را بدست آورد

لاپلاس در روش اول با استفاده از حل معادله ديفرانسيل يا روش
.جواب بدست مي آيد

در روش دوم از فرمول زير استفاده مي شود:

e-tR/L(*مقدار اوليه-مقدار نهايي+)پاسخ مدار=مقدار نهايي
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RLمثال از مدار 

 در مدار زيرL1=10mH وL2=30mH وR1=2K وR2=6K

iL(0و 
-)=100mAف در مطلوبست رابطه جريان سل. مي باشد

.زمانهاي بعد از بستن کليد
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حل

بنابراين. سلفها با هم سري و مقاومتها موازي هستند  :
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 ثابت زماني مدار برابر باL/Rبنابراين. مي باشد:

مي توان رابطة جريان سلف را بصورت زير نوشت:

teti 37500)0100(0)( 

mAeti t37500100)( 
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ريان مقاومتها را با استفاده از روابط تقسيم کننده جريان مي توان ج
.بدست آورد
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RLمثال از مدار

لوبست معادلة مط. در مدار زير کليد درست در لحظة صفر بسته مي شود
.جريان مدار
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حل

 در لحظة قبل از صفرi(0-)=0 مي باشد و جرياني از سلف
.نمي گذرد

اتصال کوتاه در زمان بي نهايت بعد از بسته شدن کليد نيز سلف
:فرض مي شود و بنابراين

i(∞)=10/2=5A
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حال ثابت زماني مدار را بدست مي آوريم.

وان رابطة جريان با داشتن ثابت زماني، مقدار اوليه و مقدارنهايي مي ت
:را نوشت

L/R=5/2=2.5=ثابت زماني

i(t)=5+(0-5) e-t/2.5=5(1-e-t/2.5)

e-tR/L(*مقدار اوليه-مقدار نهايي+)پاسخ مدار=مقدار نهايي
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RLمثال از مدار 

دست آوريددر مدار زير مقدار جريان سلف را بعد از باز کردن کليد ب.
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حل

ر دو مقاومت در لحظات قبل از صفر کليد بسته است و جريان از ه
تاه عمل در اين حالت سلف مثل يک اتصال کو. عبور مي کند

:مي کند
i(0-) =10/)2||2)=10A
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آنجا که جريان سلف تغيير ناگهاني ندارد، داريماز:

i(0+)=i(0-)=10A

د، سلف بعد از گذشت مدت زمان زيادي از تغيير وضعيت کلي
:دوباره مشابه اتصال کوتاه عمل مي کند

i(∞)=10/2=5A
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2ده مي شود برابر با پس از باز کردن کليد، مقاومتي که توسط سلف دي
:بابنابراين ثابت زماني آن برابر است. اهم مي باشد

L/R=5/2=2.5S=ثابت زماني
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مي آوريمبا استفاده از رابطة زير معادلة  جريان سلف را بدست:

e-tR/L(*مقدار اوليه-مقدار نهايي+)پاسخ مدار=مقدار نهايي

i(t)=5+(10-5) e-t/2.5=5(1+e-t/2.5)
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مدارهاي مرتبه اول با دو کليد

ر وضعيت در بعضي از مدارها بيش از يک کليد وجود دارد و دو تغيي
لتاژ را محاسبه در اينگونه موارد بايد ابتدا معادله جريان يا و. درمدار داريم

تاژ سلف يا کرد و در زمان تغيير وضعيت کليد دوم مقدار جريان يا ول
.خازن بعنوان مقادير اوليه جديد استفاده مي شوند
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مثال از مدارهاي مرتبه اول با دو کليد

 در مدار زير کليد اول در زمان صفر باز مي شود و در زمانt=10
اهم سمت چپ را 2معادله جريان مقاومت . کليد دوم بسته مي شود

.بدست آوريد
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حل اين مسأله شامل دو قسمت است:
 يه و نهايي ثانيه است که بايد شرايط اول10قسمت اول از زمان صفر تا

.را بدست آورد
 شرايط اوليه و ثانيه به بعد است که دوباره بايد10قسمت دوم از زمان

.  نهايي را بدست آورد
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ثانيه10قسمت اول از صفر تا 

ند خازن مشابه در زمان قبل از صفر که کليدها تغيير وضعيت نداده ا
:مدار باز عمل مي کند

Vc(0
-)=5 (2 || 2)=5V
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ولتاژ خازن تغيير ناگهاني ندارد و بنابراين:

VC(0
+)=VC(0

-)=5V

iR(0
+)=5/2=2.5A
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 ود ثانيه خازن به حالت پايدار خ10در زمانهاي بعد از صفر و کمتر از
:مي رسد  و دوباره مشابه مدار باز عمل مي کند

iR(∞)=5A

VC(∞)=5*2=10V
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 ي برابر اهم است و بنابراين ثابت زمان2مقاومت ديده شده توسط خازن برابر با
:است با

 = RC = (2) (3F) = 6s

:بنابراين معادله جريان مقاومت برابر است با

iR(t)=5 + (2.5 – 5)e-t/

iR(t)=5 - 2.5 e-t/6

ثانيه10براي زمانهاي بين صفر تا 

VC(t)=10 + (5-10) e-t/6
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ثانيه به بعد10قسمت دوم از 

 درt=10زن در مقدار ولتاژ خا. کليدها تغيير وضعيت مي دهند
t=10در .  شودبعنوان شرط اوليه براي قسمت دوم استفاده مي

:قسمت اول، رابطة زير را براي ولتاژ خازن بدست آورديم
 VC(t)=10 + (5-10) e-t/6

 VC(10-)=10 + (5-10) e-10/6=9.06V

 VC(10+)= VC(10-)=9.06V

 iR(10+)=9.1V/2 = 4.53V
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 کل زير ، جريان را با توجه به ش(زمان بي نهايت)ثانيه 10براي زمانهاي بعد از
:محاسبه مي کنيم

iR()=2.5A
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ثابت زماني مدار نيز بصورت زير بدست مي آيد:

RTH = 2 || 2 = 1

 = RC = (1) (3F) = 3S
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بنابراين رابطة جريان مقاومت بصورت زير مي باشد:
iR(t)=2.5 + (4.53 – 2.5)e-(t-10)/3

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

-5 0 5 10 15 20

Time (sec)

i(
t)
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مدارهاي مرتبه دوم
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مدار مرتبه دوم چيست؟

سلف مدارهايي که داراي تعدادي مقاومت و منبع، يک خازن و يک
سري و مدار RLCاين مدارها بر دو نوع هستند، مدار . مي باشند
RLCموازي.
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موازيRLCمدار 
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سريRLCمدار 
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فرم کلي معادلات

a 1

b Rth/L

c 1/(LC)

1

1/(RthC)

1/(LC)

)()(
)()(

2

2

tftcx
dt

tdx
b

dt

txd
a 
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فرم کلي جواب

فرم کلي جواب مدارهاي مرتبه دوم بصورت زير است:

پاسخ مدار=پاسخ طبيعي+ مقدار نهايي 

الت پايدار که مقدار نهايي در واقع پاسخ مدار است وقتي که مدار به ح
ودن خازنها و اتصال خود رسيده باشد يا بعبارت ديگر با فرض مدارباز ب

.  کوتاه بودن سلفها، پاسخ مدار محاسبه مي شود
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پاسخ طبيعي

ي را حل مي کنيمبراي بدست آوردن پاسخ طبيعي معادلة  ديفرانسيل:

)()(
)()(

2

2

tftcx
dt

tdx
b

dt

txd
a 

02  ptptpt cAebpAeAeap

 
0

0

2

2





cbpap

Aecbpap pt
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با حل معادلة  درجه دوم، ريشه هاي معادله بدست مي آيد:

د که فوق ميرا، ميراي بسته به مقادير ريشه ها سه حالت ممکن است اتفاق افت
.  بحراني و زير ميرا ناميده مي شوند

a

acbb
pp

2

4
,

2

21



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حالت فوق ميرا

 اگرb2 > 4ac باشد مقاديرp1 وp2حقيقي هستند و جواب معادلة
:بصورت زيراست( پاسخ گذرا)ديفرانسيلي 

 که مقاديرp1 وp2معلوم هستند ولي مقاديرA1 وA2بايد معلوم شوند  .

tptp

trans eAeAtx 21

21)(



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حالت ميراي بحراني

 اين حالت زماني اتفاق مي افتد کهb2 = 4acه از با توجه به آنچ. باشد
:معادلات ديفرانسيل مي دانيم فرم جواب بصورت زير است

 که مشابه حالت قبل مقاديرp1 وp2 معلوم هستند ولي مقاديرA1 وA2

.بايد معلوم شوند

ptpt

trans teAeAtx   21)(
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حالت زير ميرا

 اين حالت زماني اتفاق مي افتد کهb2 < 4acچه با توجه به آن. باشد
:تاز معادلات ديفرانسيل مي دانيم فرم جواب بصورت زير اس

 که مشابه حالت قبل مقاديرp1 وp2معلوم هستند ولي مقاديرC و
.بايد معلوم شوند

)sin()(

2,1





 



 tCetx

jp

t

trans
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سريRLCمثال از 

 در يک مدارRLC سري مقدارC=0.25uF وL=1Hمي باشند  .
مشخص 8kو 4kو RT=8.5kΩبراي مقادير مختلف مقاومت 

.کنيد که مدار زيرميرا، فوق ميرا يا ميراي بحراني است
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حل

دست مي آيد را معادله زير که از حل آن مقادير فرکانسهاي طبيعي ب: تعريف
:معادله مشخصه مي نامند

ق ميرا يا براي مشخص کردن اينکه مدار در کدام يک از حالات زيرميرا، فو
.ميراي بحراني است، بايد معادله مشخصه را نوشته و حل کرد

02  cbpap

a

acbb
pp

2

4
,

2

21



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RT=8.5KΩ

 در حالت سريa=1 وb=R/L وc=1/LCنبنابراي. ميباشند:

02  cbpap

0)
1025.01

1
()

1

105.8
(

6

3
2 








pp

0104105.8 632  pp
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 با توجه به اينکه مقدارb2-4ac=56.25*106 بزرگتر از صفر
يرا قرار مي باشد، معادله دو جواب حقيقي دارد و مدار در حالت فوق م

.دارد

 p1=-8000

 p2=-500
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RT=4KΩ

ت مي آوريمدوباره معادله مشخصه تشکيل مي شود و ريشه ها را بدس:
 a=1 و b=R/L و c=1/LC

 a=1 و b=4000 و c=4*106

 b2-4ac=16*106-16*106=0
ه معادله و هر دو ريش. بنابراين مدار در حالت ميراي بحراني قرار دارد

.هستند2000-برابر هم و 
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RT=1KΩ

وريممعادله مشخصه تشکيل مي شود و ريشه ها را بدست مي آ:
 a=1 و b=R/L و c=1/LC

 a=1, b=1000, c=4*106

 b2-4ac=106-16*106=-15*106
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زير در اين حالت مدار داراي دو ريشة موهومي است و بنابراين در حالت
:ميرا قرار دارد

 نوسان ميکند1936مدار با فرکانس  :

j15500-500p2p1, 

sec/193615500 rad
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موازيRLCمثال از مدار 

 در مدارRLCلف را زير ابتدا مقادير اوليه ولتاژ خازن و جريان س
عد از بسته سپس رابطة ولتاژ خازن را براي زمانهاي ب. بدست آوريد

.شدن کليد بدست آوريد
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حل

د، سلف مانند در زمانهاي قبل از صفر که کليد تغيير وضعيت ندار
ابراين جريان بن. اتصال کوتاه و خازن مدار باز درنظر گرفته مي شود

:سلف برابر است با

 iL(0
-) =9/(250+50)=30mA

 VC(0
-)=0
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RLC
RLCa=1b=1/RC

c=1/LC.
a=1

b=1/(50*4*10-6)=5000

c=1 /(4*10-6)=25*104

RLC
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حال معادله مشخصه را نوشته و حل مي کنيم:

02  cbpap

010255000 42  pp

642 102410)2542500(4  acb

4950,51.50 21  pp
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شکل زير بنابراين مدار در حالت فوق ميرا قرار دارد و پاسخ آن ب
:است

کنيمبراي يافتن مقادير مجهول از شرايط اوليه استفاده مي :
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لتاژ اوليه خازن و سلف با هم موازي هستند بنابراين مي توان از و
:خازن بعنوان يکي از شروط اوليه استفاده کرد
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مجهول مي دهنددو رابطة بدست آمده تشکل يک دستگاه دو معادله دو:

با حل دستگاه مقادير مجهولات بدست مي آيد و داريم:
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


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RLCپاسخ پله مدار 

 همانگونه که قبلاً گفته شد پاسخ کامل مدارRLC شامل دو قسمت
:است

پاسخ مدار=پاسخ طبيعي+ مقدار نهايي 
مقدارايدبمي دهد،انرژيآنوبهداردوجودمداردرمنبعيکهحالتيدر

ازمدار،پاسخمجهولضرايبيافتنهنگامدروشودمحاسبههمنهايي
.شوداستفادهآنها
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RLCمثال از پاسخ پله مدار 

انهاي بعد از ولتاژ خازن را براي زم. در مدار زير شرايط اوليه صفر است
.صفر بدست آوريد
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حل

 مدارRLCسري است و بنابراين داريم:

از حل معادله فوق پاسخ طبيعي مدار بدست مي آيد:

ه رابطه فوق اضافه کنيمبا توجه به وجود منبع ولتاژ در مدار بايد پاسخ نهايي را نيز ب:

0,968sin968cos)( 250

2

250

1   tteKteKtv tt

n
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طة فوق بدست حال  با استفاده از شرايط اوليه مقادير مجهولات را در رب
:مي آوريم
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 از حل دستگاه فوق مقاديرk1 وk2بصورت زير بدست مي آيند:
K1=-10  ,  K2=-2.58
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نحوة تغييرات ولتاژ خازن بصورت زير است:
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RLCخلاصه اي از روش حل مدارهاي 
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RLC







 .
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